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Plano Euclidiano, Plano Hiperbdlico e Esfera mergulhada em R®:

-sob a dtica da Geometria Riemanniana
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Uma variedade ¢, falando de maneira imprecisa, um espaco que localmente se parece com o R"” e onde

podemos aplicar os conhecimentos de cdlculo para, por exemplo, derivar funcoes.

Objetivo inicial:

-Tornar preciso o conceito de Variedade Riemanniana
-Mostrar que as geometrias de objetos como o plano Euclidiano, Hiperbdlico, ou a Esfera S?
sao bastante distintas em algum sentido, mas sao casos particulares da geometria Riemanniana.
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Lema 1.1.1. A nogao de compatibilidade de classe C* define uma relacao de equivaléncia entre atlas.
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Definicdo 1.1.4. Uma fungao f : M — R é dita ser de classe C* em um ponto p em M existe uma carta

(U, ) em p tal que f o ¢! é de classe C* em ¢(p). A mesma funcio é dita de classe C* se o for para todo
p € M.

Definicdo 1.1.5. Sejam M, N duas variedades de classe C* e F : M — N uma funcdo. F é dita ser de classe

C* em um ponto p € M se existem cartas (U, ¢) em pe (V,¢) em F(p) tal que o Fo ¢! é de classe C* em
p. A mesma funcao é dita de classe C* se for de classe C* para todo ponto p.
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de TM é uma dupla (p,vp) onde p é um ponto de M e vp € TpM. Um campo de vetoresv : M — TM é uma
fungao tal que v(p) € TpM de maneira de classe C™.

O conjunto de todos os campos de vetores serd denotado por X' (M).
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Seja M uma variedade de classe C* de dimensdo n. Uma métrica riemanniana ¢ : X (M) x X (M) —
C*(M) é uma funcao satisfazendo as seguintes propriedades

e Paratodos v,u € X (M) vale que g(u,v) = g(v,u).
e Paratodov € X (M) tal que v # 0 temos que g(v,v) > 0.

e Paracada p € M, temos que g(u(p), v(p)) é bilinear.

Exemplo 1.3.1. Seja R" o espaco euclidiano usual. A métrica é dada pela expressao

n
g= Z(dx’)z, onde g;; = J;;.
i=1
Proposicao 1.3.1. Toda variedade de classe C* M de dimensao n possui uma métrica riemanniana.

Dem: (Usa particoes da Unidade)






Definicdo 1.4.1. Seja M uma variedade de classe C*. Uma conexao afim V : X(M) x X(M) — X (M) é
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onde u,v,w € X(M) e f,g € C*(M).
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Chegamos a seguinte expressdo para os simbolos de Christoffel F
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Uma geodésica em M é uma curva, que sempre iremos admitir sendo de classe C*,

v : I — M, onde I é um intervalo aberto de R, tal que Dy’ = 0, para todo t € [

Defini¢do 1.5.1. Uma curva v : I — M é dita regular caso 7/(t) # 0 para todot € I. A curva é dita
admissivel se existem uma parti¢ao de I em intervalos I; tal que <y restrita a I; € regular.

Definicdo 1.5.2. Seja M uma variedade Riemanniana conexa de dimensado n e p,q € M. Entdo a distancia
riemanniana d(p, q) é definida por

d(p,q) = inf{L(7y) : v : [a,b] = M é admissivel, y(a) = p, y(b) = q}.
Uma curva admissivel 7 : [a,b] — M é dita minimizante se L(vy) = d(7(a), y(b)).

Teorema 1.5.2. Uma curva é geodésica se e somente se for minimizante.
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Definicdo 1.6.1. A curvatura de uma variedade Riemanniana (M, g¢) é uma aplicagdo R : X(M) x X' (M) X
X (M) - X (M) dada por

R(v,u)w = VuVy(w) — Vo Vy(w) + Vi, 4 (w)
a curvatura em termos dos simbolos de Christoffel

. 0 0
L — PR D T
Rig = Taljs —Tali + ox; T+ B U

Definicido 1.6.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensao n > 2e W C T,M um subspaco
bidimensional do espaco tangente. A curvatura seccional é definida por

B (u,v,0,u)
KW) = St ws(o,0) — g 02

Proposicdo 1.6.3. A definicao de curvatura seccional nao depende da escolha de vetores u, v.
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Os Elementos - Trabalho fundamental de sintese e estruturacao de resultados
conhecidos

Postulado V (versdo Playfair): Por um ponto fora de uma reta, pode-se tracar uma UNICA
reta paralela

Tentativas de provar: Proclus, Legendre e Saccheri
Producao de geometrias alternativas: Gauss, Bolyai (filho), Lobachevsky.
Campo ganhou reconhecimento a partir dos trabalhos de Riemann

Importantes para o mundo fisico: Einstein e Pointcaré.






e Para o plano R?, iremos considerar a métrica dada por
gre = dx* +dy?,
onde dx? = dx ® dx.

(8R2)xx = g2 (9x, 0x) = dx?(9x, 3x) + dy?(x,0x) =1+0=1

($r2)yy = 8r2(9y, By) = dx*(3y,0y) +dy*(9y,0y) =0+1=1
(8r2)xy = (R2)yx =0
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e Para o plano R?, iremos considerar a métrica dada por

gre = dx* +dy?,

onde dx? = dx ® dx.

(8R2)xx = g2 (9x, 0x) = dx?(9x, 3x) + dy?(x,0x) =1+0=1
(gr2)yy = gR2(9y, 0y) = dx*(3y,dy) +dy*(dy,0y) =0+1=1 gR2 = ((1) (1))
(8R2)xy = (R2)yx =0

Como esta expressao para o plano envolvem derivadas e os coeficientes da matriz associada a gg» sdo constantes
temos que I"f,- = 0 para toda combinagao de indices.
d%x d%y

Isso torna as equagdes das geodésicas simples de se resolver. Estas se tornam == 0 = 0
t : t i

Se estamos tentando calcular a geodésica que liga o ponto (xo,y0) ao ponto (x1,y1) temos que a geodésica 7y : [0,1] — R? se torna

v(t) = ((x1 — x0)t +x0, (1 — Y0)t + o)




e Para o plano R?, iremos considerar a métrica dada por

g]RZ — dx2 _*_ dyzr

onde dx? = dx ® dx.

(8R2)xx = §r2(9x, 0x) = dx*(x, 0x) + dy?*(0x,0x) =1+0=1
(gr2)yy = gR2(9y, 0y) = dx*(3y,dy) +dy*(dy,0y) =0+1=1 gR2 = ((l) ?)
(8R2)xy > (8R2)yx =0

Como esta expressao para o plano envolvem derivadas e os coeficientes da matriz associada a gg: sao constantes
temos que I"f,- = 0 para toda combinagao de indices.

2 2
Isso torna as equagdes das geodésicas simples de se resolver. Estas se tornam Z_f =0 dd_y =0
t : t i

Se estamos tentando calcular a geodésica que liga o ponto (xo,y0) ao ponto (x1,y1) temos que a geodésica 7y : [0,1] — R? se torna

v(t) = ((x1 — x0)t +x0, (1 — Y0)t + o)

temos que a curvatura R = 0 para o plano.




]RZ

(x1, 1)

P

el

(x0,%0)

Figura 2.1: Geodésica ligando dois pontos no plano.

Y



A mudanca de coordenadas é dada, neste caso, pela seguinte aplicagao
x = cos(¢) sin(P), y = sin(¢) sin(), z = cos(6).



A mudanca de coordenadas é dada, neste caso, pela seguinte aplicagao
x = cos(¢) sin(P), y = sin(¢) sin(), z = cos(6).

e Para a esfera S? a métrica sera
ge = d6* +sin®(8)d¢?

(gs2)e0 = g<2(9p,09) = d6%(dg,dp) + sin®(8)d¢? (g, ) =1 +0=1
(852)pp = gs2(9g,0p) = d6%(y, 9p) + sin” (0)d¢? (3, dg) = O + sin*(0) = sin*(0) gs2 = ((1) sing)((-)))
(852)9¢ = (352)¢9 0




A mudanca de coordenadas é dada, neste caso, pela seguinte aplicagao
x = cos(¢) sin(P), y = sin(¢) sin(), z = cos(6).

e Para a esfera S? a métrica sera
ge = d6* +sin®(8)d¢?

(gs2)e0 = g<2(9p,09) = d6%(dg,dp) + sin®(8)d¢? (g, ) =1 +0=1
(852)pp = gs2(9g,0p) = d6%(y, 9p) + sin” (0)d¢? (3, dg) = O + sin*(0) = sin*(0) gs2 = (é sing((-)))
(852)9¢ = (352)¢9 0

Comecaremos os célculos para a esfera. Quando k = 6, os simbolos sao

I =0, rgg =0, FS4, =0, T§,=sin(6)cos(6)
Para k = ¢, obtemos
Fg’e =), Fge = —COtg(G), rg(]? = —Cotg(G), rz(p =0,

TR Ccotg(B))
¢ — ¢o = cos (—m ’




Sabemos que a equagado geral de um plano que atravessa a origem é
ax + by + cz = 0, paraa, b, c nimeros reais.




Sabemos que a equacgao geral de um plano que atravessa a origem é
ax + by + cz = 0, paraa, b, c nimeros reais.

Sabendo que na esfera os pontos (x,y,z) = (cos(¢) sin(8), sin(¢) sin(8), cos(8)),
portanto temos que
acos(¢)sin(0) + bsin(¢) sin(0) + ccos(f) = 0 = acos(¢) + bsin(¢) = —ccotg(d)




Sabemos que a equacgao geral de um plano que atravessa a origem é
ax + by + cz = 0, paraa, b, c nimeros reais.

Sabendo que na esfera os pontos (x, y,z) = (cos(¢) sin(8), sin(¢) sin(6), cos(8)),
portanto temos que

acos(¢)sin(0) + bsin(¢) sin(0) + ccos(f) = 0 = acos(¢) + bsin(¢) = —ccotg(d)

. - Bl . e
Sabemos que existe um angulo ¢y tal que TEE cos(¢o) e \/a2a+—b2 = sin(¢p), e

cos(9 — o) = ~——sscotg(6),




Sabemos que a equacgao geral de um plano que atravessa a origem é
ax + by + cz = 0, paraa, b, c nimeros reais.

Sabendo que na esfera os pontos (x,y,z) = (cos(¢) sin(8), sin(¢) sin(8), cos(8)),
portanto temos que

acos(¢)sin(0) + bsin(¢) sin(0) + ccos(f) = 0 = acos(¢) + bsin(¢) = —ccotg(d)

. A b o T
Sabemos que existe um angulo ¢y tal que ——— = cos(¢p) e \/[12”4_—!)2 = sin(¢p), e

cos(9 — o) = ~——sscotg(6),

(— cos?(6) — cos(26) sin(6))

ki sin’(0)

=3




Figura 2.2: Um segmento do grande circulo ligando dois pontos na esfera.



H? = {(x,y) e R®:y > 0},



e Para o plano hiperbélico H?, iremos considerar a seguinte métrica
dx? + dy?
y?

SH2 =

dx®(3x,0x) +dP(0x,d) 140 1

(812)xx = gp2(9x, 9x) = Y2 vy _ % 0
dx2(3y,9,) + d?(3,,9) _0+1 1 SH2 = | ui

(812)yy = 8w2(9y, 9y) = 2 y?

(812)xy = (§p2)yx =0

2

=




e Para o plano hiperbélico H?, iremos considerar a seguinte métrica

(812)xy = (gr2)yx =0

simbolos de Christoftel sao

¢ dx? + dy?
L]H2 —
Y2
dx2(dy,dy) + dP(, ) 140 1
(g]HZ)xx =g]H2(ax,ax) = ( . X)yz z ( = X) = y2 = ? %
loxalis = gl ) = P2 0u09) +y (@4, 8y) _0+1_ 1 gig= | 5
8z )yy = §uz(9y, 9y) = 7 ==

szl"‘ o

1 1
r;x == 0, r;x == y, riy = y, r;y == 0

Para k = y, obtemos

1 1
r¥x=—; =0 =0 =




H? = {(x,y) e R*: y > 0},

(812)xy = (gr2)yx =0

e Para o plano hiperbélico H?, iremos considerar a seguinte métrica

i dx? + dy?
L]szi
2
dx?(9y,0x) + dy?(9x, 0 319 3
(812)xx = gp2(0x,0x) = O X)yz et R
dx?(dy,9y) +dy*(9y,0,) 041 1
(812)yy = gm2(9y, 9y) = vy % Y\ %) _ 7 2?

SH2 =

O F=
szl"‘ o

simbolos de Christoftel sao

1 1
r;x == 0, r;x == y, riy = y, r;y == 0

Para k = y, obtemos

- ’

F¥x=—§ T:}fxzo r¥y=0 l"y_—l

y(x) = /1> — (x+d)?,

no caso onde ‘% = 0 obteriamos uma reta com x =constante.




e Para o plano hiperbélico H?, iremos considerar a seguinte métrica

i dx? + dy?
Lszi
2
dx?(3y,0x) + dy?(9y,0x) _14+0 1
(812)xx = gu2(0x, 0x) = L X)yZ y (% x)= y2 _? % 0
dx?(dy,9y) +dy*(9,,9,) 041 1 SH2 = 0 1
(8re)uy = g1 By, By) = ———— B L =g L

(812)xy = (gr2)yx =0

simbolos de Christoftel sao

1 1|
5,=0, Th=-, I%=-, [L=0

y y y(x) =/r*— (x+d)>?,
Para k = y, obtemos

no caso onde ‘% = 0 obteriamos uma reta com x =constante.
1 1
F¥x=—g =0 =0 =

K (ax, ayl a}/r ax)

- Su2(0x, ax)ngl(ayr ay) — g2 (9, ay)




(x2,42)

Figura 2.3: Exemplos de duas geodésicas no plano hiperbélico.
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Definicdo 2.3.1. Uma geometria plana I é um conjunto de cujos elementos sao pontos e alguns subconjuntos
satisfazendo algumas propriedades especiais serdao chamados de retas.



Definicdo 2.3.1. Uma geometria plana I'Té um conjunto de cujos elementos sao pontos e alguns subconjuntos
satisfazendo algumas propriedades especiais serao chamados de retas.




Definic¢ao 2.3.1. Uma geometria plana I'T1é um conjunto de cujos elementos sdo pontos e alguns subconjuntos
satisfazendo algumas propriedades especiais serao chamados de retas.

(P1) Dados A, B € 11, existe uma tnica retar = jﬁ C ITtalque A,B €.
(P2) Cada reta possui pelo menos dois pontos.

(P3) Existem pelo menos trés pontos em A, B, C € I1 tais que nao existe nenhuma reta r com a propriedade
A, B, C € r. Tais pontos sao chamados de nao colineares.



Definic¢ao 2.3.1. Uma geometria plana I'T1é um conjunto de cujos elementos sdo pontos e alguns subconjuntos
satisfazendo algumas propriedades especiais serao chamados de retas.

(P1) Dados A, B € 11, existe uma tnica retar = jﬁ C ITtalque A,B €.
(P2) Cada reta possui pelo menos dois pontos.

(P3) Existem pelo menos trés pontos em A, B, C € I1 tais que nao existe nenhuma reta r com a propriedade
A, B, C € r. Tais pontos sao chamados de nao colineares.

(P4) Para cada reta r C Il existe uma fungao f : r — R tal que

d(A,B) = |f(A) — f(B)],
para todos os pontos A, B € I1.

(P5) Dada uma reta r, existem dois subconjuntos Il e I'l, chamados de lados da reta r, que satisfazem as
seguintes propriedades

e [1; e I'l; sdo convexos.
e [HINIL=I1Nnr=ILNr=Qell=1; Ul Ur.
e Dados A eHleBEHZ,temosqueﬁﬂr;é@.






(P6) Existe um ntimero real # e uma fungao m com dominio sendo os dngulos de [ e a imagem os nimeros
reais tal que, para cada angulo ZABC, vale

e 0 <m(£LABC) <«.

® Se D é um ponto localizado no interior do angulo ZABC, entao vale
m(£LABC) = m(£LABD) + m(£DBC).

¢ Paratodonimeroreal 0 < f < aeretar = jﬁ, existe um ponto P em um dos lados de r tal que
m(ZABP) = B.



(P6) Existe um ntimero real # e uma fungao m com dominio sendo os dngulos de [ e a imagem os nimeros
reais tal que, para cada angulo ZABC, vale

e 0 <m(£LABC) <«.

® Se D é um ponto localizado no interior do angulo ZABC, entao vale
m(£LABC) = m(£LABD) + m(£DBC).

¢ Paratodonimeroreal 0 < f < aeretar = jﬁ, existe um ponto P em um dos lados de r tal que
m(ZABP) = B.

(P7) Dados dois tridangulos AABC e ADEF tais que AB é congruente a DE e BC é congruente a EF, e
m(£LABC) = m(£DEF), entao temos que ambos os tridngulos sdo congruentes.



(P6) Existe um ntimero real # e uma fungao m com dominio sendo os dngulos de [ e a imagem os nimeros
reais tal que, para cada angulo ZABC, vale

e 0 <m(£LABC) <«.
® Se D é um ponto localizado no interior do angulo ZABC, entao vale

m(ZABC) = m(£ABD) + m(Z/DBC).

¢ Paratodonimeroreal 0 < f < aeretar = jﬁ, existe um ponto P em um dos lados de r tal que
m(ZABP) = B.

(P7) Dados dois tridangulos AABC e ADEF tais que AB é congruente a DE e BC é congruente a EF, e
m(£LABC) = m(£DEF), entao temos que ambos os tridngulos sdo congruentes.

(P8) Se uma reta r corta duas outras retas r1 e r; e os angulos interiores de um mesmo lado de r possui
soma menor que 7T, entdo, quando prolongados o suficiente, r1 e r; se intersectam em algo ponto deste

mesmo lado de r.






Tomaremos IT = H? e as retas r C H? serdo os seguintes conjuntos
e ro={(a,y) e H?: x =a,y > 0}.
o rop = {(x,y) € H?: (x —a)? + y? = b%}.

ra(t) = (a,y1 +t(y1 —2))

rap(t) = (a + btgh(t), bsech(t))




Tomaremos IT = H? e as retas » C H? seréo os seguintes conjuntos
e ro={(a,y) e H?: x =a,y > 0}.
o rop = {(x,y) € H?: (x —a)? + y? = b%}.

ra(t) = (a,y1+t(y1—12))
rap(t) = (a + btgh(t), bsech(t))

Ta

Tab

V



Tomaremos I1 = H? e as retas r C H? serdo os seguintes conjuntos

* n={(a,y) eH*: x =0,y > 0}.
e rap={(x,y) eH%: (x—a)’+y* = b?}.

ra(t) = (a,y1 +t(y1 —2))

rap(t) = (a + btgh(t), bsech(t))

g

Tab

Defina a fungio d : H? x H? — R dada por

A((x1, 1), (22, 2)) = {"“@'z) ~In(y)],

|In(y2) —In(y1) +In(x1 —a+b) —In(x2 —a+b)|,

X1 = X2
(x1,11), (x2,42) € 1ap.

V






_ vap = sgn(t; —t2)(sech(t1), —tgh(t)). sexl=/=x2

a—Xx
vpa = sgn(x; — x1) (% b 2) . C.C

Portanto, o angulo na geometria hiperbdélica € o nimero real 6 tal que

COS(O) = UBA * UBcC-



_ vap = sgn(t; —t2)(sech(t1), —tgh(t)). sexl=/=x2

a:—:X
vpa = sgn(xz —x1) (% b 2) . c.C

Portanto, o angulo na geometria hiperbdélica € o nimero real 6 tal que

COS(O) = UBA * UBcC-

61 + 0, + 63 ~ 3171/36

(0,5)

Figura 2.5: Um triangulo cuja soma dos dngulos é estritamente menor que 7.






3 axiomas de Incidéncia
7 axiomas de Separacgao
8 axiomas de Congruéncia




3 axiomas de Incidéncia
7 axiomas de Separacgao
8 axiomas de Congruéncia

Axiomas de Separacao:

Ax.S1: Se (A,B|C,D), entdao os pontos A, B, C e D sao colineares e distintos

Ax.S2: Se (A,B|C,D), entdo (C,D|A,B) e (B,A|C,D)

Ax.S3: Se (A,B|C,D), entdao nao ocorre (A,C|B,D)

Ax.S4: Se A, B, C e D sdo colineares e distintos entdo (A,B|C,D) ou (A,C|B,D) ou (A,D|B,C)

Ax.S5: Se os pontos A, B e C sdo colineares e distintos entdo existe D tal que (A,B|C,D)

Ax.S6: Se A, B, C, D e E sao colineares, distintos e (A,B|D,E) entdo (A,B|C,D) ou (A,B|C,E)

Ax.ST: Se (A,B|C,D), entdo (A,B'|C',D'), onde A, B', C' e D' sdo os pontos correspondentes a A, B,
C, e D sobre uma perspectiva®.




Axiomas de Congruéncia:



Axiomas de Congruéncia:

Ax.cl: Cada segmento é congruente a si proprio

Ax.c2: Se [AB]~[CD] entao [CD]~[AB]

Ax.c3: Se [AB]~[CD] e [CD]~[EF] entao [AB]~[EF]

Ax.c4: Se [AB]~[CD] entao [BA]~[DC]

Ax.c5: Se [AB]~[BA] entdo A é antipodal a B

Ax.c6: Se A e A' sao pontos antipodais, entao [AA']~[A'A]

Ax.c7: Se [AB]~[EF] e existe um ponto X em [AB] entao existe um ponto Y em [EF] tal
que [XB]~[YF]

Ax.c8: (LAL) Se dois lados e o angulo entre eles de um triangulo sao congruentes a
dois lados e 0 angulo entre eles em outro triangulo, entao os dois triangulos sao
congruentes.



Tomaremos [T = S? e as retasr C S? serdo os grandes circulos



Tomaremos [T = S? e asretasr C S? serdo os grandes circulos




Tomaremos [T = S? e asretasr C S? serdo os grandes circulos

funcdo distdncia d : $* x §* -+ R

d((x1,y1,21), (x2,¥2,22)) = cos (| (x1,y1,21) - (x2,¥2,22)|)






Figure 10 A lune.

Possibilidade de criar poligono de dois
lados (Bi-angulos ou Lunas)



Possibilidade de criar poligono de dois Triangulo com a soma dos angulos
lados (Bi-angulos ou Lunas) internos maior que 180°



Aplicagdo - As rotas de voo seguem as curvas geodésicas para minimizar o percurso entre duas cidades.




Aplicagdo - As rotas de voo seguem as curvas geodésicas para minimizar o percurso entre duas cidades.
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